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1. Introduccién

Serfa conveniente repasar el capitulo sobre los limites de 1° de bachiller-
ato que puedes encontrar en Limites de Funciones I. En este capitulo vas a
profundizar en el célculo de limites con funciones:

= trigonométricas,
= exponenciales y

= logaritmicas

que no se han tratado en el capitulo anterior.
Para ello introduciremos los conceptos de infinitésimo e infinito. Esto nos

0
permitird calcular el tipo de limite indeterminado de la forma — que es el

més importante y es objeto esencial del Cdlculo diferencial.
El nivel de este capitulo es adecuado para alumnos de 2° de Bachillerato.

MATEMATICAS
2° Bachillerato

r=A+iu

B~
s=B+py

CIENCIAS
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2. Infinitésimos

Toda variable f(x) se llama infinitamente pequena o infinitésimo cuando

tiende a 0.

La condicién esencial es la variabilidad y tener por limite 0.

No hablamos de ntimeros infinitamente pequenos, seria un contrasentido.
El nimero 1072%°2 ¢s realmente pequeiio pero no infinitamente pequefio.

La condicién esencial del infinitésimo es que se pueda hacer tan pequeno
como queramos, por lo que debe ser una expresion variable.

Decimos que 22 es infinitésimo en z = 0, pues 2> — 0 en # = 0. Pero
decimos que 1+ 22 no es infinitésimo , pues 1+ x> — 1 en z = 0.

También sen x es infinitésimo en x = 0, pues senx — 0 en x = 0. Pero
decimos que 2 + sen x no es infinitésimo , pues 2 + senz — 2 en x = 0.

Asi mismo, sen(1+x) no es infinitésimo en x = 0, pues sen(1+z) — sen1
enx =0, perosiloesen x = —1.

Y asi sucesivamente.

Ejemplo 2.1. Las siguientes funciones son infinitésimos en los puntos que se
indican

1
a) limx —1 b) lim — ¢) lim 2
r—1 r—00 I z—0
d) lim senz e) lim cosz f) lim tanx
z—0 z—m/2 z—0

ATICAS

Bachillerato

L, r=A+Au

u-1!+un\7
CIENCIAS
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g) h’r% e’ —1 h) h'r%(l —cosT i) h’r% In(1+ x)
2.1. Algebra de infinitésimos
Regla I La suma finita de infinitésimos es un infinitésimo.
alz) =0 fz) > 0= alz)+P(x) —0 Z\[a'

lim 22 + senz = 0 lim z* + senz? = 0

x—0 T—
Regla IT EL producto de un infinitésimo por una constante, o por una vari-
able acotada, es un infinitésimo.
keR, alz) 0= Ka(z) — 0
z(z) acotada , a(z) - 0 = z(x)a(z) — 0

2.2. Orden de un infinitésimo

Cuando z — 0 las variables:

2 .3 m
x’x 7x7.-.7m ’-.-

son infinitésimos y éstas se toman como tipos de comparacion de otros in-
finitésimos. Decimos que f(z) es un infinitésimo en el punto = a de orden
n cuando

. f@)
;I_Igm=0t€7éo <4 Doc Doch
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s . . r=A+Au
2.3. Infinitésimos equivalentes

Dos infinitésimos se dicen equivalentes (a ~ () cuando el limite de su
cociente es 1. Si @« — 0 y 4 — 0 son infinitésimos.

B~
s=B+py

CIENCIAS

a~ﬂ<=>limg=1

b Mal

Teorema 2.1. Los infinitésimos x ~ sen z ~ tan = son equivalentes en x = 0.

. senx :
lim =1 lim
z—0 I z—0 X

t
anz 1 )

Para su aplicacién se puede sustituir x por cualquier variable a(x) que
también sea un infinitésimo. Estos son algunos ejemplos:

Ejemplo 2.2. Las siguientes infinitésimos equivalentes en los puntos que se
indican

. sen2z . senbzx . sen3x?
YT Tt VT =t Ol =

. tan6x . tan(—2?) tan(z — 1)
D~ —+ & ! AEm——7 =!I

<4 Doc Doch
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Ejercicio 1. Escribir el infinitésimo equivalente en z = 0 a:
a) senz® b) tan(z + x?) c) sen17 23

. s 1 .
Teorema 2.2. Los infinitésimos 1 — cosz ~ 5:02 son equivalentes en x = 0.

1 —cosz

P
o

iy g

Para su aplicacién se puede sustituir x por cualquier variable a(x) que
también sea un infinitésimo. Ejemplos de esto son:

1-— 2 1-— 512
o) T A= b) tim L5 C0857% _
2=0 1472 s—0 12574
1-— 1= 2
¢) i L2OSVE d) lim 12982 _ 4
z—0 5 4.’1?2

x—0 3 €T

Ejercicio 2. Escribir el infinitésimo equivalente en z = 0 a:

a) 1— cosx? b) 1 —cos3 c) 1—Cosg

d) 1—cosVz? e) 1—cos3z” f) 1 —cos(senz)

MATEMATICAS
2° Bachillerato

A+Au

s=B+py
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Teorema 2.3. Cuando z — 0, In(1 + x) ~ x son equivalentes w
In(1+= ~
lim M =1 (3) <
w_)o x s=B+pv
CIENCIAS

Para su aplicacién se puede sustituir x por cualquier variable a(x) que M
también sea un infinitésimo. Ejemplos de esto son: a

In(1+2 In(1 —
a) hmuzl b) hmuzl
z—0 2x T— —
In(1 + z? In(1
¢) hmwzl d) hmn(—l——S\/E):l
z—0 2 z—0 5\/5
In(1 In(1
e) lim n(l +senx) o £) lim n(1 + tanz) oy
z—0 sen x z—0 tan x
Ejercicio 3. Escribir el infinitésimo equivalente en z = 0 a:
a) In(1+ vVa3) b) In(1 4 327) ¢) In(1 +senx)
2
d) In(1 — 3z) e) In(1+ g) f) In(1 + 2 tanx) <Docl|Dochr
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Teorema 2.4. Cuando x — 0, ¢* — 1 ~ & son equivalentes

lim—— =1 (4)

x—0 at s=B4py

CIENCIAS

Para su aplicacién se puede sustituir x por cualquier variable a(x) que
también sea un infinitésimo. Ejemplos de esto son: M al

2m_1 —r _ 1
a) lim &~ =1 b) lim &~ =1
z—0 2 z—0 —x
2
== _ 1 z—l_l
¢) lim S—— =1 d) lim &——— =1
z—0 X z—1 x—1

Ejercicio 4. Escribir el infinitésimo equivalente en z = 0 a:

(J,) 62903 -1 b) esent _ C) etanw2 -1

Recogemos en una tabla las equivalencias de infinitésimos que hemos visto
anadiendo las inversa del seno y la tangente. Es conveniente aprenderlas para
facilitar el calculo de limites con infinitésimos.

<4 Doc Doch
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_ -
& )
R
sen a(z) ~  ax) =By
CIENCIAS
1 2
1—cosafx) ~ §a(x) p l—

tan a(z) ~  ax)

m(l+a@) ~ o)

@ _1 ~  ax)

arcsena(z) ~  ax)

arctana(z) ~  «o(z)

Tabla de Infinitésimos

<« Doc
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Seccién 2: Infinitésimos
Responde a las siguientes cuestiones sobre infinitésimos:

Test. Responde a las siguientes preguntas.

1. La funcién f(z) = (z — 1)2 es un infinitésimo en: AV

s=B+u;

CIENCIAS
(a) =0 (b) Nunca (c)z=1
2. La funcién f(z) = (z — a)? es un infinitésimo en:
(a) z=0 (b) Nunca (c)x=a
1
3. La funcién f(z) = L esun infinitésimo en:

(a) z=0 (b) oo (¢) Nunca

4. La funcién f(z) = 1+ 22 es un infinitésimo en:

(a) z=0 (b) Nunca OEED

5. La funcién f(z) = Inz es un infinitésimo en:

<4<
A |
<« Doc

(a) z=0 (b) Nunca OEED
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Test. Responde a las siguientes preguntas.

1o

La funcién f(z) = In(z — 1) es un infinitésimo en:

(a) =0

(a) =0

(a) 3

(a) 3

(a) 5

(b) Nunca

(b) Nunca

(b) 2

(b) 1/3

(b) 2

(¢) z=2

. La funcién f(z) = e” — 1 es un infinitésimo en:

(c)z=1

. El orden del infinitésimo 5 - 3 en z = 0, es:

(c) 5

. El orden del infinitésimo 4 - ¥/= en & = 0, es:

(c)1

. El orden del infinitésimo 4 - V22 en x = 0, es:

(c) 2/5

. El orden del infinitésimo 22 — 1 en = = 1, es:

MATEMATICAS
12

2° Bachillerato

L, r=A+Au

B

s=B+u;

Ma
(d) 4
(d) 4
<4<
(d) Ninguno <
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Inicio del Test Buscar el infinitésimo equivalente en cada caso:

1. En z = 0, f(x) = sen 2 equivale a:
(a) z (b) 2?
2. En z =0, f(2) = sen %z equivale a:
(a) (b) z?
3. Enz =0, f(z) = 1 — cos4z equivale a:
(a) 8z2 (b) 42> (c) 4z
4.Enx =0, f(x) = 1 — cos v/ equivale a:

(a) V& (b) 5o

Final del Test |Puntos: |

(¢) Ninguno de los
otros

(¢) Ninguno de los
otros

(d) Ninguno de
los otros

(¢) Ninguno

MATEMATICAS
2° Bachillerato

L, r=A+Au

B
s=B+py
CIENCIAS

<4<
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L, r=A+Au

Inicio del Test Buscar el infinitésimo equivalente en cada caso:
1. En z = 0, In(1 + 2?) equivale a:

OF (b) 22 (€) 1+ a2 s

2. En z =0, In(1 — 32°) equivale a:

(a) x? (b) —z? (c) =322
3. En z =0, In(1 + Vz3) equivale a:

(a) Va3 (b) «* (c) 1+2°

4. En z =0, In(1 4 sen z) equivale a:

(a) (b) tanz (c) senx (d) Todos los
anteriores
5. En z = 1, In(x) equivale a:

(a) z—1 (b) z (c) &° (d) Ninguno
Final del Test [Puntos: |

<4<
A |
<« Doc
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Seccién 2: Infinitésimos

L, r=A+Au

Inicio del Test Buscar el infinitésimo equivalente en cada caso:
1. En x =0, e — 1 equivale a:

B~
s=B+py

(a) X (b) 2 (C) 1+ x? CIENCIAS
2. En z =0, In(cos z) equivale a:

(a) z—1 (b) cosx (¢) cosz —1
3. Enz =0, eV® —1 equivale a:

(a) V& (b) @ (c) Va—1

4. En 2 =0, | equivale a:

(a) 22 —1 (b) senx (c) z?

5. En x = 1, In(e®) equivale a:

(a) e —1 (b) (c) senz (d) Todas ellas
Final del Test |Puntos: |

<4<
A |
<« Doc
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Ejercicio 5. Aplicar equivalencias a los siguientes infinitésimos en el punto

indicado
a) (senbz),—o
¢) [1—cosa®| _,
e) Inx],_
9) [ese”— 1.=0
)

i [sen 3\/_]

b
d

) [tan(1 - a)],_,
) larcsin3z],_,
f) [arctansenz], _,
B [

n(cosx)],_,

Ejercicio 6. Determinar el orden de los siguientes infinitésimos en x = 0

a) senx
c) 1 —cosxzx

)

e) ln(l — )
)
)

6

)

i) sen 3z?

b) tanx
d) 4z + 2°°
f) e

h) In(1 — 2®)

MATEMATICAS

2° Bachillerato

B~
s=B+py

CIENCIAS
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<« Doc
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2.4. Principio de Sustitucion

A la hora de aplicar equivalencias de infinitésimos en los limites hay que
tener en cuenta que la sustitucién no se puede hacer literalmente. Para hacerlo
hay que limitarse al siguiente principio:

[P.S.] Si en una expresién de un limite se sustituye un factor o divisor
por otro equivalente, el limite de la expresién no varia si se sustituye

= Un factor finito por su limite, no nulo

= Un factor infinitésimo por otro equivalente

Téngase presente este principio de sustitucién para los infinitésimos que
estén multiplicando o bien dividiendo. Si la sustitucion se realiza cuando estédn
sumando o restando es facil cometer errores.

Ejemplo 2.3. Aplicar el principio de sustitucion a los limites:

3
a) lim sen 2z - sen 5z b) lim SO
z—0 z—0 sen 5w
Solucion:
a) h’n}) sen 2 - sen 5z = 1111})(2:1:) -(5z) =0

sen 3z I 3x

b) If

m im
z—0 sendxr  z—0 dx

sz _3
B 5

MATEMATICAS
2° Bachillerato

r=A+iu

s=B+py

CIENCIAS
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» | AVISO | Tener mucho cuidado en no sustituir un infinitésimo que
esté sumando por otro equivalente, los resultados pueden ser absurdos.

Por ejemplo

Tr —Ssenx . r—x

lim ——— = lim =0 falso
x—0 x z—0 x
lim tanz — senx = lim r-e =0 falso
z—0 .’L’3 z—0 1’3
— 23 — 23
lim ety — (e = ) = lim w =-2 falso
x—0 ,(L'3 x—0 ,’1,‘3
. tan x - sen 12 . x -2
lim — = lim =1 correcto
x—0 J,‘3 z—0 g;3
Ejercicio 7. Aplicar equivalencias al cdlculo de los siguientes limites:
) 3sen 2x b) 1 — cosdx ) senz -tanx
a) ———— _— c) ———8
4x 52 1—cosz
Inx In(1 + z) x-senzx
d Sl ) el
) 2—2zx ) 1—e® 7) In(cos x)
) In(1+5x) ) sen? ) 5x sen 2z
e —— e — Z e —
g 1— e 1 —cos2x 4z2

MATEMATICAS
2° Bachillerato

A+Au

s=B+py

CIENCIAS
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r=A+iu

3. Infinitos

Toda variable f(x) se llama infinitamente grande o infinita para z = a

cuando tiende a oo. By
. s=B+py
lim f(-’l?) — CIENCIAS
r—a
Ejemplo 3.1. Las siguientes funciones son infinitos: M al
Mz oT ) e ) Mo
d) lim 3z? e) lim tanz f) lim Inz
r—00 z—7/2 xz—0t

Ejercicio 8. Indicar si las siguientes funciones son infinitos:

1 1
a) lim Rk b) lim 27 ¢) lim
z—11—2x T——00 z—0 senx
d) lim 2° li e lim 1
) A ) A e 1) A e

3.1. Orden de un infinito

Cuando z — oo las variables:

2 .3 m
x7a:" ’.’E7...7l‘ 7...

son infinitos y éstas se toman como tipos de comparacién de otros infinitos.
En la comparacién caben cuatro casos:

<« Doc Docp
fl@) =00 g(z) = oo e
Volver Cerrar
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» Silim % = oo Se dice f(z) es de orden superior a g(x)
o fl@) P
» Silim 9@ 0 f(x) es de orden inferior a g(z)
g(z
w Silim M = finito # 0 son del mismo orden
g(x)
w Silim M = no existe , no son comparables
g(x)

Ejemplo 3.2. Veamos el orden de algunos infinitos:
a) El polinomio 3z + 5 es un infinito de orden 1, pues
3x+5

lim
Tr—00

b) El polinomio —23 + 5z es es un infinito de orden 3, pues

lim

Tr—00

¢) El polinomio v4z + 5 es un infinito de orden 1/2, pues
Vidzr +5

lim

Tr—00

x

—23 4+ 5z

3

VT

3

=-1

=F

20
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A+Au

d) En general, el polinomio a,, 2" + an_12" "1 4+ -+ ap es un infinito de

orden n, pues
A

. p T+ ap_12” L4+ Fag Bk
lim = Qp, s=B+py
T—00 g5 CIENCIAS

3.2. Los infinitos: potencial, exponencial y logaritmico [\/i ald

Cuando z — +oo las funciones :

x*(n>0) a*(a>1), logrx(b>1)
son infinitos pero de distinto orden.
Cuando =z — +o0, la exponencial a® con (¢ > 1) es un infinito de orden
superior a la potencial, " con (n > 0), cualquiera que sea n. Lo escribiremos
con la expresién
a* > x" (5)
Cuando © — 400, la potencial 2™ con (n > 0), es un infinito de orden
superior al logaritmo de z , log, x para cualquier base (b > 1) . Lo escribimos
con la expresion

x" > logp x (6)

<4 Doc Doch
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» AvVISO | La comparacion del crecimiento potencial exponencial puede

sorprender. Si construimos una tabla para las funciones 1,001% con z*. <
s=B+pvy
ClEN("‘lAS
1,001*
x 1,001* i b Ma

1 1.001 1 1.001

100  1,11E+00 1,00E+08 1,11E-08
5000 1,48E+02 6,25E+14 2,37E-13
30000 1,05E+13 8,10E4+17 1,30E-05
47000 2,52E+20 4,87E+18 5,17E+01
100000 2,55E+43 1,00E+20 2,56E+423

vemos como 1,001% llega a superar a z, y el cociente se hace tan grande
€cOmo queramos.

<« Doc
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Ejemplo 3.3. Con la comparacién de infinitos podemos hacer de forma in-
mediata algunos limites :

3z
e 00
lim—=+—:oo e3> g2
T— 00 4x2 —+00
3z
e —+00
lim — = — =00 a3 > g2 [\/i
z—o0 412 +00 a
2
¢ —1 00
lim :+—=0 qer > z?
z—oo e¥ +00
28
lim e 2% = lim — =0 ae® > gt
Tr— 00 T— 00 e]}
. x —+00
lim — = — = +00 qQr>Inz

z—oo Inx 400

15 2 7
hmu:ﬂ:o Q9% > 15

Ejercicio 9. Usar la comparacion de infinitos para hallar los limites:

In(1 6 5
a) lim n(;zm) b) lim L ¢) lim Inade”
r— 400 x rx—+o0 e~ x—+00 |

<<

x

<« Doc
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L, r=A+Au

Inicio del Test Cuando x — 400, comparar el orden de los infinitos:
1. Indica el infinito de mayor orden:

(a) 2? (b) x3 (c) z (d) 256 o
2. Indica el infinito de mayor orden: "

(a) 2 (b) e(l+4z)  (c) lna? Ma

3. Indica el infinito de mayor orden:

(a) 22 (b) In 2100 (c) €”
4. Indica el infinito de mayor orden:
(a) 47 (b) 27 (c) e®
5. Indica el infinito de mayor orden:
(a) 13 (b) 372’75 (C) $2,99
21,002

6. El limite lim
z—+o0 Inx

(a) +oo (b) 0 (c) 1
Final del Test |Puntos: |

es

<4<
A |
<« Doc
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Ejemplo 3.4. Aplicamos cuando sea necesario los anteriores resultados para

el calculo de los siguientes limites:
lim In(1+2° 4oo

= =0
T—00 ;1,‘2 +00
5
lim _f>o_ 400
z—00 =% 0

Tr—0o0
21,002 +o0
lim = — =+
z—oo Inx +00

Tr—o
. 54 +00
lim —=—=
r—oo ev 400
2200
Test. El limite lim es

rz——+oo e%

(a) 400 (b) 0

a2% > In(1 + 2°)

<
ae® > In(2?)

1,002

qQx >z

az?>hz

ae® > g™

MATEMATICAS

2° Bachillerato

B

s=B+u;

CIENCIAS
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4. Caélculo de limites f(z)9®

Si no hay problemas de indeterminacion , el calculo de dichos limites se
realiza por paso al limite

r—a

lim 707 = (1im 7(e)) 2e

T—a T—a

Ejemplo 4.1.

r——+o0 €T
. 22 +1\% [2\ T
° lim = =0
z—+00 3z 3
—2z —00
. 2c+1 2
* xl{r-lr—loo ( 3z > <§) = oo
5e4+1\""  [(5\ ®
1. — —_ p—
Y e <3x—1> <3> 0

5c+1\ " 5\
li = = = 400
* J:HHJPOO(&Z‘—l) (8) +
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4.1. Casos indeterminados de limites f(z)?®

Teniendo en cuenta que toda potencia se puede escribir como una potencia

de base el ntimero e, ya que a® = eb lnav podemos escribir

f(x)g(w) - eg(a:) In f(z)

Y de esta forma expresar el limite

lim f(z)9@® = eal«’ilgg(x) o f(z) (7)

r—a

De esta forma sabremos cuando tenemos casos indeterminados

(0)° e 100 JU=e2) ¢’ Indeterminado
(0)+oo e+oo In0O e+oo (—o0) e~ ® 0
(0)—00 e~ ® In0 e~ ® (—o0) €+OO +00
(00)?  Olmee 0 () ¢’ Indeterminado

MATEMATICAS
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B
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Ejemplo 4.2. Hallar lim z'/*

r—0t
Solucion:

im /% = e la ecuacion

1 Yz — gtoe de 1 7

r—0+
. Inz
im —— n

= et T —¢=00/07 _ 00 _g

Ejemplo 4.3. Hallar lim z'®

r—0t
Solucion:
lim z™* =0~ de la ecuacién 7
r—0t
lim Inzlnx
= el’—>0+ = e_oo(_oo) fr— e—"_oo pry +oo

1
Ejemplo 4.4. Hallar lim (—)"®

x——+oo I
Solucion: .
lim (=) =0T =0

x——+0c0 I

28
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L, r=A+Au

Inicio del Test Por la comparacién de infinitos, determinar los limites:
1. El lim (2 —2%) es:
r—+00

(a) 0 (b) 400 (c) —o0 C’;;:("‘:AS
2. El lim (2* — 52°%) es:

ree Ma

(a) 0 (b) 400 (¢c) —o0
3. El lir4r_1 (e” — %) es

(a) 0 (b) 400 (¢c) —o0

24
4. El lim — es
x——+00

(a) 0 (b) 400 (¢c) —o0
5. El limite 1ir51 29992 1 240 eg

(a) 400 (b) 0 ()1

Final del Test |Puntos: <<
<
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2° Bachillerato

L, r=A+Au

Inicio del Test Determinar de forma directa los limites:

1. El lim z-lnx es:
z—0t+

B

(2) 0 (b) —oo (c) —oo (d) 1

1
2. El xli%l+ Beni = es: Ma
(a) 0 (b) oo (¢) No existe (d) 1

1
3. El lim z-sen — es:
z—0t az

(a) 1 (b) 0 (c) o0 (d) #

1
4. El lim z-sen — es:
T—00 €T

(a) 1 (b) 0 (c) oo (d) A
5. El limite lim “ o

rz——+oo eT

es

(a) +o0 (b) 0 (c) 1

<4<
Final del Test 1

A |
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Ejercicio 10. Indicar si las siguientes funciones son infinitos: _—
3sen 2z 1 —cos4x
a) lim ——— b) lim ———
) z—0 4x ) z—0 522 B
) 1 senx - tanx d) 1 Inz N
c¢) lim ——— im
z—0 1—cosx z—12— 2z
. In(1+2x) . T-senz Ma
e) lim ——= f) im ———
=0 1 —e= z—0 Incosx

Ejercicio 11. Usa infinitésimos equivalentes, cuando sea posible, para hallar:

. tanzx . arcsenz?
%) B = 9 In(1 — 22)
Ccos X
¢) im ——— d) lim
z—0 sen(tan x) z—0 T
) I 1—cosx ) & sen x tan x
e) lim ——— im —
z—0 2 z—0 T senzx

Ejercicio 12. Usa infinitésimos equivalentes, cuando sea posible, para hallar:

a) lim 22 sen = b) lim (z—1) sen(z —1)
r—-+00 x r—1 1— COS(I _ ]_)
. x-sen(z? + 1) . z2sen? 3z
C) S B d) G 3 <4 Doc Doc p»
z—+o00  3x-senx +50 7 send 27
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Ejercicio 13. Usa el orden de infinitos, cuando sea posible, para hallar:

a) lim 2?4 2°
r—+0o0

¢) lim 4% — 2%
r—+00

e) lim Inz®— 2?2

T——+00

b) lim z?+2°

r— —0Q

d) lim 4% —2°

r— —00

li ¥ =1
oI B e =

Ejercicio 14. Resolver por la técnica del niimero e cuando sea necesario:

o) lim (1+é)w

li
T— 00

1+ 22

)iL‘

Ejercicio 15. Hallar:
a) lim Skl
z—4o00 \ 3x — 1

Ejercicio 16. Hallar lim (cosz

z—0t

1 tgx
16

Ejercicio 17. Hallar lim

z—0

)1/1‘

. 142z,

%) xEI-ir-loo( 243 )
142

d) lim (2%

z—+oo"  bx
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5. Regla de L’Hopital

En este apartado se explica un método para el cdlculo de limites con ayuda
de la derivada. Por ello es conveniente que lo realices cuando hayas estudiado
el capitulo de derivadas

Teorema 5.1. (Regla de L’Hopital)
Sean f(z) y g(x) dos funciones derivables en el intervalo (a,b) y tal que
g'(z) no se anula en (a,b).

Si lim f(z) =0

y limg(z) =0 :>Ellim@=L
rme f/(IE) € =Le g(l‘)
3 lim =
y T—C g’({p)
!
Si no existe lim f/(x) no podemos afirmar nada sobre lim M
v—e g'(x) a—e g(z)

MATEMATICAS

2° Bachillerato
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Seccién 5: Regla de L’Hopital

Ejemplo 5.1. Hallar lir%
xr—

Solucion: Como

1
Ejemplo 5.2. Hallar lir%
xr—

Solucion: Como

3sen 2x

Ejemplo 5.3. Hallar lim

Solucion: Como

. 3sen2x 0 (L'H),. 6cos2x 6
li =—-"="lim — = —
x—0 4,([,' 0 x—0 4 4
— cos 2x RN
———— con la regla de L’Hopital
x
. 1—cos2z 0
xll% 52 0
(L'H) . 2sen2x 0
= im = —
z—0 2 0
(L'H) lim 4 cos2x _9
z—0 2
con la regla de L’Hopital
z—0 x + senx
. 0 wn .. 1
Im ——=—-"="lim — = —
z—0x +senx 0 z—01+4cosx 2

con la regla de L’Hopital

MATEMATICAS
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00
e Caso —
00

Cuando lim f(z) = co y lim g(z) = oo, en los limites de la forma:

r—a r—a
lim £ _ 2
a—a g(x) 00
también podemos aplicar la regla de L’HG6pital. [\/i a
3
Ejemplo 5.4. Hallar lim T conla regla de L’Hopital
z—+oo e¥
Solucion: Como
) 2} oo
lim — = —
z——+oo et o0
o . 32
= lim — = —
r—oo er o0
(L'H) . 6xr o0
= lim — = —
z—+oo e¥ o0
7 6
() lim —=—=0
z—+oo ¥ 00

<« Doc
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e Caso 0
Si lim f(x) =0y lim g(z) = oo, podemos aplicar la regla de L’Hopital,
r—a r—a
pasando a uno de los casos anteriores, dividiendo por el inverso de uno de los
factores de la siguiente forma

mhg;f(w)g(x)ﬂ-oo:;g@ -2
9(z)

Ejemplo 5.5. Hallar hrﬁo 22 -Inx con la regla de L'Hopital
xr—

Solucion: Como
2

lim 2 -Inx=0-00
r—+0
Inx 00
= im — = —
z—4+0 272 00
(L'H) . 1/x
= i
z—+0 —2x~3
. 1,
= lim ——2" =0
z—+0 2
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e Caso 0o —
Si lim f(z) = 0o y lim g(z) = 0o, podemos aplicar la regla de L’Hopital,
r—a r—a
pasando a uno de los casos anteriores de la siguiente forma

1 1
;ig;ﬂx)—g(x):oo_oo:mM :g
f(z)g(x)

1
Ejemplo 5.6. Hallar lim — —
z—0t T senz

con la regla de L’Hopital

Solucion: Como

. 1 1
lim — — =|00— 0
z—0+t T  senx
. senx—zx O
= lim — = —
z—0t X -Senx 0
(L'H) . cosr — 1 0
= m — = —
z—0+ Senx + T cosx 0
(L'H) . —senx

im ————
z—0t 2C0SXT — T Sen T
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. 1
Ejemplo 5.7. Hallar ili% . m

L, r=A+Au

con la regla de L’Hopital

Solucidon: Como

lim — — ; =00 — 00 C’;;:("‘:AS
z—0 T ln(l + l‘)
R Ma
=0 z-In(l+x) 0
(L'H) — =1
=" lim — %
=0 In(l+z) + 5
= lim —* _ 0
=014 z)-n(l4+z)+2 0
(L'H) . —1 1
= lim ===
z—>01n(1+l‘)+1+1 2
O
Ejercicio 18.
. x?-1 . (x—1)2
) by T ) B

z—0 1 —cosx

A | | 4
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EJErCcICIO 19. Hallar los siguientes limites con la regla de L’Hopital.

(a) lim 2
x—0
In(1+z) —senx
i
(c) 220 T senx
1 1
(e) lim - =
z—0 tanx T
e —x—1
(g) lim —

. l—cos(x—1)
b) lim ————=
(b) o (Inx)?
(d) lim 1+4senz —e€”
z—0 (arctan x)?

(f) lim T —senzx
z—0 tanx — senx

2 1

r“ sen =

(h) lim ———=

z—0 senx

(j) lim (cos 2&7)%

Tr—
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Soluciones a los Ejercicios

Prueba del Teorema 2.1. Cuando x — 0, = y senx son equivalentes.
Obsérvese la figura de radio 1

gl OB < AB < 4T
-
-7 senr < x < tanx [\/la
e Dividiendo por senx
e
e X ].
oo L 1< <
Sdocoooos = senr  Ccosx
CA
. . T . 1 .
lim 1 < lim < lim — lim =1
x—0 z—0 sen x x—0 Ccosx z—0 sen x
Por otra parte,
. tanz . senx 1 . senzx . 1
lim = lim = lim lim =1
x—0 x z—0 xr COSXI x—0 95 z—0 COS I
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. o . . Lz . . A+Au
Ejercicio 1. Los infinitésimos equivalentes en z = 0 son:
a) senz® ~ 3
b) tan(z + 22) ~ x

C) senl17z3 ~ 1723 CIENCIAS

Ejercicio 1 M
a

<« Doc
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Soluciones a los Teoremas

1
Prueba del Teorema 2.2. Equivalencia de ix

. l—cosz . (1—-cosz)(l+cosx)
ili% T2 ilg%l 122(1 + cos )
2 2
(1 — cos?z) sen®

20 122(1 + cos x)

.S
= lim ———

en?

z—0 22

= lim

z—0

(

senx

2

T
im ——
z—0 14 cosx

)t — 2
z—0 1+ cosx

1

250 222(1 + cos z)

~1—cosx

MATEMATICAS

2° Bachillerato
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Ejercicio 2. Los infinitésimos equivalentes en x = 0 son:

a) 1—cosz? ~ %x4

1
b) 1 —cos3x ~ 591‘2

1
c) 1-coss ~ Zg?

d) 1—cosVa? ~ %xS

e) 1 —cos3z’ ~ g:cM

1
f) 1 —cos(senzx) ~ 5:}52

MATEMATICAS

43

2° Bachillerato
A+Au

B~
s=B+py

CIENCIAS

Ejercicio 2
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2° Bachillerato
A+Au

Prueba del Teorema 2.3. Equivalencia de In(1 + z) ~ z
A

In(1 1
lim L) = lim — In(1 + z) = lim In(1 + :17)% =
z—0 x z—0 21 x—0 B;\;;;;
CIENCIAS

:lnlir%(1+ )% =lne=1

&eh—tl —
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Ejercicio 3. Los infinitésimos equivalentes en x = 0 son: S

a) In(1 4 vVa3) ~ va3

b) In(1 + 3z7) ~ 3z7 B

¢) In(1+senx) ~senz ~ x CIENCIAS

d) n(3z) ~ -3z

) In(3z) v M4
e) In(1+ )
3
f) In(1+ 2 tanzx) ~ 2 tanx ~ 2z

Ejercicio 3

<« Doc
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Prueba del Teorema 2.4. Equivalencia de e* — 1 ~ z
Como
In(1+z) ~z = 0+ o= —

— lt+r~e =—=e"—-1~g—

Coet—1
lim =
x—0 9B

1

MATEMATICAS

46 2° Bachillerato
A+Au
B~
s=B+py
CIENCIAS
<
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 4. Los infinitésimos equivalentes en x = 0 son:

a) 2 _ 1 ~ 223

b) esenx_le

c) e

tan 2

-1~z

2

47

Ejercicio 4

MATEMATICAS
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B~
B+pv
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Soluciones a los Ejercicios 48

Ejercicio 5. Escribir el infinitésimo equivalente en z = 0 a:

(sen 5z) z—o ~ 5z
tan(l—2z)],_, ~ 11—z
[1— cos 952]90:0 ~ oo

larcsin3z],_, ~ 3z
nz],_, ~ -1
[arctansenx],_, ~ @

[esenx _ 1]1:0 ~

n(cosz)],_qy ~ cosz—1 ~ —-x

[sen3vz] ~  ~ 3Vx

Ejercicio 5
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Ejercicio 6. Escribir el infinitésimo equivalente en z = 0 a:

In(1-2%) ~ —28

Infinitésimo de  orden
sen x ~ 45 1
tanz ~ 98 1
1—cosz ~ %x2 2 M a
4 + 250 ~ 448 3
In(l—-2) ~ -z 1
e’ —1 ~ 1
S -1~ 32 2
3
2

sen 3z2 ~ 322

Ejercicio 6

<4<
A |
<« Doc

Volver


http://personales.unican.es/gonzaleof/

MATEMATICAS
2° Bachillerato

L, r=A+Au

Soluciones a los Ejercicios 50

Ejercicio 7. Aplicar equivalencias al célculo de los siguientes limites:
3sen2z 0 I 3-22 3

Ve 0 S 2
b) lim w = 9 = lim %(4x)2 = § (‘!:1\;("‘:1\5
z—0 512 0 z—0 Hx? 5
¢) lim —senx-tanngzhm _xl-x:2 ]Lda
z—0 1 —cosx 0 z—0 5;52
. Inz 0 ooz —1 1
LS il R g i
. In(l142) 0 . =z
J) === =gl —=-1
T-senz 0 . T-T . x?
) im-———=-=lim——=lim —— =-2
z—0lIn(cosz) 0 a—0cosx—1 a0 —1z2
In(1+5 0 5 5
gt ol Se) O e B0 8
z—0 1 —e3® 0 xz—0 —3x 3
sen? z 0 x?
h) lim ———— = — = lim — =
) o201 —cos2z 0 0202 2
) 1 5¢ sen2x 0 5 1022 5 <<
(3 m ———— = — = l1m = —
z—0 422 0 =—0 422 2 |

Ejercicio 7 < Doc
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A+Au

Ejercicio 8.

a)
1+ y
lim =0 B
r—1 1 —x s=B+py

CIENCIAS

b)
: xr
. hr_n 22 =0 ]\ ﬁl 9

lim =00
z—0 Sen x

lim 2% =400
r—+4ool

lim e* = 400
r—0o0

lim Inz = +00
r—00

Ejercicio 8

<« Doc
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 9.

a)

In(1 6
lim i —ig—x ) X 0
z—+00 az o0
b)
. xd —+00
lm —=—=

MATEMATICAS
52 A
2° Bachillerato

A+Au

B~
s=B+py

CIENCIAS

Ejercicio 9
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Ejercicio 10.

a)

. 3sen2z 0 . 32z 3
Iim — = — = lim = —
z—0 4x 0 z—0 x 2
. 1—cosdx 0 11622 8
lim ——— == = —
z—0 53;‘2 0 z—0 5{E2 5
. senx-tanx 0 . Tz
llm—:—:11m1_22
t—0 1—cosx 0 2-0 52
. Inx 0 . rz—1 1
im = —=lim =
z—12 — 2% 0 z—1 2(1 — .17) 2
limM :Qzlim_:_l
z—0 1 —e* 0 z—0 —T
T-senzx 0 . T-x . x-x
im — ——zhm—zhml—:—Z
z—0 Incosx 0 z—0cosx—1 z—0 _5;1;2

Ejercicio 10

MATEMATICAS

2° Bachillerato

L, r=A+Au

B
s=B+py
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Ejercicio 11.

a)

b)

. tanz 0 .
lim =—=1lm— =0
z—0 :L’2 0 z—0 m2
. arcsenzx? 0 . x?
Im ———=—-—=1lim — = -1
x—0 ln(l — I2> 0 z—0 —x2
. 0
lim —— = — = lim =lim-=1
z—0sen(tanxz) 0 =z—0senx 2-0x
. CosT 1
lim = - =00
z—0 X 0
. 1—cosz 0 . %12 1
lim ———— =—-=1Ilim =+ = =
z—0 2 0 z—0 22 2
. senxtanx O . Tz
lim ————=—=1lim — =1
z—0 x senx 0 z2-0z-2

Ejercicio 11

MATEMATICAS
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2° Bachillerato

Ejercicio 12.

:1. i
fraay T - 8x3 8

1

a) lim 232 sen — =00-0= lim z%?= = :

xr——+00 x x——+o00 €T i’a:;\,‘

= lim 2131/2 = 400 CIENCIAS
T—-+00
. (z—=1)sen(z—1) 0 .. (z=1)-(x—-1) [\/ia,

b) hm = — = hm —————t =92

z—1 1 —cos(x —1) 0 o=l  i(z-1)2
¢)  lim ez o) _ 0y 27 H20) 2

z—0 3zsenx 0 2-0 3x-x 3

22 sen? 3z 0 22922 9
0

im
z—0 xsen® 2z
Ejercicio 12

<4<
A |
<« Doc

Volver


http://personales.unican.es/gonzaleof/

Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 13.

a) lirf 22 +2° = 400+ 00 =400
b) lim 2°4+2° = +4o0+0=+oo
c) hr—s{l 4% — 2% =4o00—00=—+400
= lim 4%
r——+00
d) lim 4% —2° =0-0=0
e) hr—s{l Inz® — 2?= 400 — 00 = —00
) lim e®* —Inz = +00 — 00 =00
r—+00

(47 > 27)

(1-Gr) -0 =

(2" >>Inx)

(e > Inx)

Ejercicio 13

MATEMATICAS
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2° Bachillerato

L, r=A+Au

<

s=B+u;
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 14.

a) lim (1-+ 1)””

b) lim
c) lim
d) lim
e) li

— eT—0

— —
= eT—0
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 15.
a)
3r + 2

58

Z li -1
lim S 2 =1 = emggox(Sg;_l ):
z—+oo \ 3 — 1
. 3z
lim
= er— 3r—1 = IE|
b)
lim senz-lnz
lim (z)*"* =0 = ex—0* =

z—0t

lim z-lnx

= ez—0% = (x>>Inx)

_ & =[q]
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Ejercicio 16.

lim (cosz)/® =1 a(7)

z—0t

< 1—cos a~%a2

= ex—0T T < (simplificando)

[

9]
(=}

|
=
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 17.

lim
r—0t

(

1

T

>tanac

. 1
lim tanz -1In —
ex—0t x

lim —tanz-lnz
ex—0t

lim —z-lnxz
ew—>0+

& =[]
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 18.
a)

(LH) lim 2_x =2
x—1 ]_
_1\2
lim —(;v D) =
z—0 1 —cosx
(L'H) I 2(x—1)
a z—0 senx
ED i 2
z—0 COS T
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Ejercicio 19(a) Como

. Sen xr
lim =
z—0 Sz
(L'H) CcOs T 1 CIENCIAS
z—0 5 5
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Ejercicio 19(b) Como

i Lo Cos(@ 1) _ \ >
rz—1 (lnx)2 f=n:,u7

CIENCIAS

sen(x — 1)

hInl 2 Inz
o Ma
— imZ sen(z—1) 0

r—1 2 Inx 0
lim sen(z — 1) + z cos(z — 1) _1
z—1 2/x 2

(L'H)

(L'H)
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 19(c)

In(1+42) —senzx

lim

z—0

(L'H)

(L'H)

T senx

—) — COSXT

1
m"‘x—_

z—0 senx + T COSX

(1+w)2 + senx

z—0 2 coSx — T senzx
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 19(d)
. l+4+senx—e€”
lim ——— =
z—0 (arctanz)?

(L'H) . cosx — e*

W —
z—0 2 arctan xm

(—) lim——=1
z—0 1 + IZ
cosx — e’
= im — =
z—0 2 arctanx
(L'H) ,. —senx —e”
= lim —
T=0 1+z2

v
0

0

|

MATEMATICAS

65

achillerato

<« Doc

Volver


http://personales.unican.es/gonzaleof/

MATEMATICAS

2° Bachillerato

Soluciones a los Ejercicios 66
Ejercicio 19(e)
1 1
11m - — =0 =
z—0tanx T
r—tanx 0

im =

z—0 x tanx 0
; _ 2

(L 1— (14 tan x; _ 0 [\/la

z—0tanz + x (1 +tan*z) 0

. —2tanx (1 + tan? x)

lim o 5
—0 2(1 4 tan®z) + z 2tanz (1 + tan® z)
. —tanx
lim ———
=014z tanz

(L'H)
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 19(f)

. T —senzx
lim — =
z—0 tanx — senx

(L'H)
(L'H)

(L'H)

1—cosz 0
11m = —
2—0 (1 +tan?z) —cosx 0
sen x 0
220 2tanz (1 + tan?x) + senz 0
_ cos T
E=0 2(1 + tan? x)2 + 4tan® z (1 + tan® ) + cosz
1
3

MATEMATICAS
67 A
2° Bachillerato

A+Au

+py
CIENCIAS

<« Doc

Volver



http://personales.unican.es/gonzaleof/

Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 19(g)

et —x—1
lim > =
x—0 7

(L’H) . €e*—1
= lim
z—0 2x
(L'H) . v 1
== lim — = —
z—0 2 2
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Soluciones a los Ejercicios 69

Ejercicio 19(h)

. x?seni
lim ———2% =
z—0 senx
wH) . 2z senl —2? Lcos
= im
z—0 cos T
. 2z sen% —cos%
= lim
x—0 COST

1
Este limite no existe pues no existe lim cos —. Es decir L’H6pital no resuelve

z—0 €T
el limite. Si volvemos al inicio y le escribimos como
. x? sen% . z
lim = lim -xsen— =1
z—0 senx z—0 Sen x
—— ——
1 1
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Ejercicio 19(i)

1 x
lim (cos —) =
T —00 €T

lim x - (cos
_— eac—>oo

Ma
hallamos
. 1 .
mlin;ox (cos; — 1> —

-
i

8|
|
—_
~_

. cos=—1 0
= lim = = —
1 1
(L'H -7 Sen 3
H) lim #——* =0
Tr— 00 e
I2

solucién €® = 1
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 19(j)

lim (cos 23:)% =

1
lim — - (cos2z — 1)

er—0x

. cos2x —1
lim —— =
x—0 xX

(L’H) |, —2sen2x
= lim ——
x—0 1

hallamos

solucién €? = 1
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Soluciones a los Tests

Solucion al Test:
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